XYY EN LUGARES GEOMETRICOS
EN EL PLANO Y EN EL
ESPACIO. CONICAS
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1. Lugares geométricos

B Expresa analiticamente:
a) La ecuacion de la mediatriz del segmento de extremos A(1, 4), B(7, -2).
b) La ecuacion de la circunferencia de centro C(4,-3) y radio 7.

a) Si X(x, ) es un punto de la mediatriz, entonces: dist (X, A) = dist (X, B), es decir:

Vix - D2+ (- 9? = V(x - 7)? + (y + 2)2. Operamos para simplificar:
X2 =2x+1+y?—8y+16=x%—14x + 49 + > + 4y + 4
12x-12y-36=0 — x-y-3=0

DV -2+ +3)2 =7 > (x-492+(@+3)2=49
x?—8x+ 16+ >+ 6y + 9 =49
X2+ )2 —8x+6y—24=0

2. Elipse

L 00 e sot e e s S ss S eSS RN NARANN Sobre el entramado anterior,

s e igual a 34.
// 17 QRS SR \\\

i e NN
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B Expresa analiticamente la ecuacion de la elipse tal que F(4,7), F'(=2,5), k= 20.
Si X(x, » es un punto de la elipse, entonces: dist (X, F) + dist (X, F') = 20
Vo -2+ (=72 +Vx + 22+ (y—3)2% =20
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3. Hipérbola

777 X (RIS SN Sobre el entramado anterior,
/;/7/;/;’1””” '::," o ““"“ ‘\‘\“\\Q\\S traza la hipérbola cuya k sea

RS S S AR T A0 \
77K o 0‘.““"‘“‘\\\\\\ .
1177 "'" ey SERARERAN N\ igual a 10.

“‘ SON \
i ‘..‘ ‘...-.-.n\\

B Expresa analiticamente la ecuacion de la hipérbola en la que F(2,-5), F'(-1, 3),
k=2.

Si X(x, » es un punto de la hipérbola:

| dist (X, F) + dist (X, F))| = 2

INx =22+ (@ +352 -Vl + D2+ (p-3)?%|=2

4. Pardbola

B Expresa analiticamente la ecuacion de la parabola cuyo foco es F(5,-3) y su
directriz d: 2x -3y +7=0.

Si X(x, y) es un punto de la paridbola:

dist (X, F) = dist (X, d)

Va—97+ g 3r = 17|
! V13
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1. Halla la ecuacion de la circunferencia de centro (-5, 12) y radio 13. Comprue-
ba que pasa por el punto (0, 0).

(x+5%+(p-12)2=169 — x?+p*>+10x-24y=0

Si sustituimos x =0, y =0 en la ecuacion, esta se verifica. Por tanto, la circunferen-
cia pasa por (0, 0).

2. ;Cual es el lugar geométrico de los puntos del plano cuyo cociente de distancias
alos puntos M(6,0) y N(-2,0) es 3 (es decir, PM/PN = 3)?
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Si P(x, ») es un punto del lugar geométrico, entonces:

1[(%._6)2 +y2 _3
N(x + 2)% +)?

(x =62+ 2 =9 [(x +2)?+)?]
X2 —12x + 36 + )% =9 [x? + 4x + 4 + )?]

=3 -

3|2

x? = 12x + 36 + % = 9x? + 36x + 36 + 9)?
8x? + 8y? + 48x = 0
x4+ +6x=0

Es una circunferencia de centro (-3, 0) y radio 3.
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3. En el ejercicio resuelto anterior, resuelve el sistema de ecuaciones para hallar
el punto de tangencia de la recta s, y la circunferencia C.

x2+y2—6x—4y—12=0} _ 3x-26
3x—4y—-26=0 4

X%+ (—3x226)2—6x—4(—3x;26)—12=O

e 9x2 — 156x + 676
16
16x2 + 9x2 — 156x + 676 — 96x — 48x + 416 — 192 = 0

25x2-300x+900=0 — x%2-12x+36=0

—6x—3x+26-12=0

x-6?2=0 — x=6 — y=-=2

El punto de tangencia es (6, —2).

4. ;Para qué valor de b larecta y = x + b es tangente a x? + y% =9?

El centro de la circunferencia es C'(0, 0) y el radio es » = 3. La distancia de C ala
recta s: x—y+ b =0 ha de ser igual al radio:

~ bl _ 10| b3\
dzst(C,s)=|—=_=3 bl =32
LRI i

Luego las rectas y = x + 32 e y=x- 3V2 son tangentes a la circunferencia dada.
5. Halla la posicion relativa de la circunferencia: C: x2 + y2—6x + 8y = 0 respec-
toalas rectas: s;:x+y=10, s;:4x+3y+20=0y s;:3x—4y=0.

El centro de la circunferencia es O.(3, —4) y suradioes r=1V9 + 16 = V25 =5,
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Hallamos la distancia de O, a cada una de las rectas:

d, = dist (O, sp = 1374210 _ 11 _ 55

= di (0 s = 22122100 10 _,

d,>r — Llarecta s, es exteriora la circunferencia.
d,<r — larecta s, y la circunferencia son secantes.

dy=7r — larecta s; eslangente a la circunferencia.
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6. Halla los puntos de interseccién de las circunferencias C, y C,:
Crx?+y?—4x+ 2y-5=0 Cy: x2+y%=5
¢Cual es la posicion relativa de las dos circunferencias dadas?
X242 —dx+2p-5=0( S5-4x+2y-5=0 —> Ax+2y=0
X%+ y? =5 ) y=2x

2 2 _ 2 _ 2, —Xx=1 —> y= 2
X*+4x4=5 — 5x*=5 —> x —x-1 5 yp=-2

Se cortan en los puntos (1, 2) y (-1, —=2). Por tanto, las circunferencias son secantes.
7. Halla los puntos de interseccion de cada pareja de circunferencias y di cudl es su
posicion relativa:
) { x2+p?—4x—-12y+15=0 {(.%‘—2)2 +(y—2)*=3?
x2+y2+2x-12y+33=0 x2+(y-4)2=5%
)XY —dx 12y +15=0 } Restando a la 22 ecuacion la 12
X2+ p2+2x - 12y +33 =0 6x+18=0 — x=-3
9+92+12-12p+15=0 — »>—-12y+36=0 = (p-060?%?=0 — =6
Se cortan en el punto (=3, 6).

Para ver si son tangentes exteriores o interiores, comparamos la distancia, d, entre
sus centros con la suma y la diferencia de sus randios, r, + 7, y r —7,.

C, — centro O,(2,0) yradio r =V4+36-15 = V25 =5
C, — centro O)(-1,06) yradio r, =1+ 36-33 = V4 =2

d=dist (O, O)) =3 =r —r, —> Son tangentes interiores.
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b)(x—2)2+(y—2)2=32} XP_dxt At yP_dy+ 4= 9}
X2+ -492=5"] x? +92 -8y + 16 = 25

X2+ p? —dx — 4y—1=0} Restando a la 12 ecuacion la 28: 4x +4y +8=0 —
x%+)? -8 -9=0) > x+y+2=0 —> x=p+2
+22+)?=8y-9=0 — P> +4y+4+1)?-8-9=0

4:V16+40 _4:V56 __— y= 287 > x =487

2 _ _5= =
207 —4y-5=0 — y 4 % S~ =087 > x=113

Son secantes. Se cortan en los puntos (4,87; 2,87) y (1,13; —0,87).
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1. Una elipse tiene sus focos en los puntos F(5,0) y F'(-5,0) y su constante es

k = 26. Halla sus elementos caracteristicos y su ecuacion reducida. Represén-
tala.

e Semieje mayor: k=26 — 2a=26 — a=13

e Semidistancia focal: FF'=10 — 2¢=10 — ¢=5

e Semieje menor: b2 =a?—c2=V169-25 =144 =12 — b=12

e Excentricidad: % -2 . 0,38 — exc=0,38
12\
y
~12

2
144

13
. . x2
e Ecuacion reducida: —— +
169

13

-
\_
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2. Representa y di su excentricidad:

(x+5)2 (-2)2_
16 g 1

’ ’ V12

=—=0,8
exc 4 ,87
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3. Representa y di su excentricidad:

(x-32 -7 _

16 e

c =64 — 16 = V48
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1. Una hipérbola tiene sus focos en los puntos F(5,0) y FE(-5,0) y su cons-

tante es k = 6. Halla sus elementos caracteristicos y su ecuacion reducida. Re-
preséntala.

e Semieje: k=2a=06 — a=3
e Semidistancia focal: Fl—F2 =10 —» c¢c=5

eCilculode b: 2=c2-a?> — b=V25-9=V16=4 — b=4

e Excentricidad: exc = — = % =~ 1,67
P 4 4
e Asintotas: y= —Xx; y=—— X
TR
- . x*  p?
e Ecuacion reducida: =— — <=1
9 16
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2. Representa:

(x+5)2 (y-2)?
16 4
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3. Representa: \ a
\ 7/
\ /
\ /

O-77 =37 _, \ ,
64 16 \ ,
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1. Halla la ecuacion reducida de la parabola de foco F(1,5; 0) y directriz x =—1,5.

Si P(x, y) esun punto de la parabola: dist (P, F) = dist (P, d), donde d es la direc-
trizy F el foco.

Vix—1,5%+ % = |x+ 1,5]
x?—3x+225+ > =x2+3x+225 — »>=06x
e De otra forma:

Distancia del foco a la directriz: p =3

Ecuacion reducida: y? = 6x

2. Halla la ecuacion reducida de la parabola de foco F(0, 2) y directriz y = —2.

Si P(x, y) es un punto de la pardbola: dist (P, F) = dist (P, d), donde d es la direc-
trizy F el foco.

Va2 (=27 = |y + 2
X2+ —dy+4=yr+4p+4 > x*=8y
¢ De otra forma:
Distancia del foco a la directriz: p = 4

Ecuacion reducida: x? = 8y.
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1. Representa las siguientes curvas:

) X =5 cos o b x=3+5cosq 1) x =3 cos Qo d X = cos O
y=5senq y=7+5senc y =7 sen o y=2seno
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a) Circunferencia de centro (0, 0) y radio 5: 5

b) Circunferencia de centro (3, 7) y radio 5:
<z>

3
¢) Elipse de centro (0, 0) y semiejes 3y 7: /\
3\ jﬁ
-7
d) Elipse de centro (0, 0) y semiejes 1y 2: 5
1\ j 1
-2

2. Representa estas curvas:

) x =7+ cos o b) x =7 cos o
y=7+2senc y=3senq

o x=2+3cos o a) x=1+cos o
y=—4+3sena y=2+2senca
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a) Elipse de centro (7, 7) y semiejes 1y 2:

b) Elipse de centro (0, 0) y semiejes 7 y 3:

¢) Circunferencia de centro (2, —4) y radio 3:

d) Elipse de centro (1, 2) y semiejes 1y 2:
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1. Halla el L. G. de los puntos que equidistan de:
a)A4,-1,7) v B(-2,5,1)
b)u:x+y+z-2=0y t:x—y+z—-2=0
O)M:x—3y+2z—8=0y n:x—-3y+2z=0
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a) dist (X, A) = dist (X, B)

Vax—92+ (+ D?+ @=-7? =V + 22+ (=57 + (2 - D?
X2 —8x+ 16+ )2 +2p+1+22 - 14z +49=x?+4x+4+)>— 10y + 25+ 2% -2z + 1
—12x+12y-122+36=0 - x-py+z-3=0

Es el plano mediador del segmento AB.

b) dist (X, ) = dist (X, ")
[x+y+2z-2] _ |x—y+z-2]
B B

Dos posibilidades:

ex+y+z-2= x—-y+z-2 — 2y=0 — y=0

ex+y+tz-—2=—x+y—-2+2 > 2x+22-4=0 > x+2-2=0

Son los planos bisectores de los dngulos diedros formados por © y @'. Los dos pla-

nos obtenidos se cortan en la recta » determinada por los puntos (1, 0, 1) y (0, 0, 2),

al igual que m y w'. Ademas, son perpendiculares, pues (0, 1, 0) - (1, 0, 1) = 0.
o) dist (X, ) = dist (X, ©")

|x—-3y+2z-8| _ |x—-3y+2z|
\/1+9+4 \/1+9+4

Dos posibilidades:

ex—-3y+2z—-8= x-3y+2z —> -8=0 — Imposible.
e Xx—3Y+2z-8=-x+3y-2z — 2x-06p+4z-8=0 > x-3y+2z-4=0

Los planos m y @' son paralelos. El plano obtenido es también paralelo a ellos.
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2. Averigua si x? + y% + 22+ 2x— 10y + 25 = 0 corresponde a la ecuacion de una
esfera, y halla su centro y su radio.

T - e

Es una esfera de radio 1. Su centro es (-1, 5, 0).

3. Halla el radio de la circunferencia en la que el plano 4x—-3z—-33=0 cortaala
esfera (x—2)%+ (y +5)% + 2% = 169.

La esfera tiene el centro en Q(2, -5, 0) y su radio es R = 13.

Por tanto: = VR? — d? =169 — 25 = V144 = 12

El radio de la circunferencia es 12.
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4. Halla el lugar geométrico de los puntos del espacio cuya suma de cuadrados de
distancias a 0(0,0,0) y Q(10, 0, 0) es 68. Comprueba que se trata de una es-
fera de centro (5, 0, 0) y radio 3.

(X2 + 92+ 29 + [(x — 1002 + 2 + 2%] = 68
X2+ Y2+ 22+ x2 = 20 + 100 + y? + 22 = 68
2x2 + 2% + 222 -20x+32=0

X2+ 92+ 22 10x+16=0

X2 —10x+25+)>+22-9=0
(x=52+p*+22=9

Es una esfera de centro (5, 0, 0) y radio 3.
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5. Halla el L. G. de los puntos cuya suma de distancias a F(0,0,5) y F'(0, 0,-5)
es 26.

dist (X, F) + dist (X, F') = 26

V2 + 2+ (-2 + Va2 + )2+ (2 + 5% =26

Va2 + 92 + (2= 35)2 =26 - Va2 + )2 + (2 + 5)2

a2+ )2+ (2 =352 =676 + a2 + )2+ (2 + 52 =52 Vx2 + 2 + (2 +5)?
2VX2+ 92+ (2+5)2 =676+ )2 + Y+ L+ B+ 102 — )2 — yff — 22— 25+ 102
52 VxZ + p2 + (z + 5)% = 20z + 676

13 Va2 + 2 +(z + 5)% = 52 + 169

169 [x% + p? + (z + 5)% = 2522 + 1690z + 28561

169 [x? + y? + 2% + 10z + 25] = 2522 + 1690z + 28561

169x% + 169y% + 16922 + 1690% + 4225 = 2522 + 1690% + 28561
169x2 + 169y? + 14422 = 24336

XL v,
144 144 169

Es un elipsoide.

6. Halla el L. G. de los puntos cuya diferencia de distancias a F(5, 0, 0) y
F'(-5,0,0) es 6.

| dist (X, F) — dist (X, F)|=6

\/(X—S)2+y2+22—\/(x+5)2+y2+22 =+6

V=352 + 92 + 22 = 26 + V(x + 5)2 + )2 + 22

X2—10x+25+12+22=30+(x+ 352+ 2+ 22+ 12 V(x + 5)2 + p? + 22
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—10x+ B+ 2+ =30+ +10x+ 5+t + 22+ 12 V(o + 5)2 + 2 + 22
+12 V(x + 52 + p% + 22 = 20x + 36

+3\V(x+35)2+)2+22=5x+9

9lx? + 10x + 25 + % + 2% = 25x% + 90x + 81

9x? + 90K + 225 + 9)? + 922 = 25x% + 90K + 81

—16x% + 9y? + 922 = —144

Es un hiperboloide.

. Halla el L. G. de los puntos que equidistan del plano x + % = 0 y del punto

(l, 0, 0). ¢A qué se parece la ecuacion obtenida?

4

dist (X, ) = dist (X, 1), donde mx+ L -0y F(%
T
4 4

_1 24 522 1
P 2x+z%+y + = %+2x+Z%

2

0, 0).

x=)>+z

Es un paraboloide. Su ecuacion es muy similar a la de una parabola.
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS
PARA PRACTICAR

Circunferencia

1

Averigua cuales de las siguientes expresiones corresponden a circunferen-
cias y, en ellas, halla su centro y su radio:

a)x2+y?-8x+2y+10=0
b)x?-y%+2x+3y-5=0
Ax*+y?’+xy—x+4y—-8=0
dD2x2+2y%2-16x+24=0
e) x2+y%+6x+ 10y =-30

a) Los coeficientes de x> e y*> son 1. No hay término en xy.

2 2
(é) +(§) —C=16+1-10=7>0.
2 2

Es una circunferencia de centro (4, —1) y radio \7

Unidad 8. Lugares geométricos en el plano y en el espacio. Cénicas.



b) Los coeficientes de x? e y? no son iguales. No es una circunferencia.

¢) Hay un término xy. No es una circunferencia.

d) Los coeficientes de x? e »? son iguales y no tiene término en xy. Dividimos
entre 2 la igualdad: x? + y? —8x + 12 = 0.

2 2
(4) +(§) L C=16+0-12=4>0.
2 2

Es una circunferencia de centro (4, 0) y radio V4 = 2.
e) Los coeficientes de x? e y* son 1. No hay término en xy.
2 2
(%) +(§) L C=9+25-30=4>0

Es una circunferencia de centro (=3, —5) y radio 2.

e Los puntos A(1,2) y B(3, 6) son los extremos de un diimetro de una cir-
cunferencia C. Halla su ecuacion.

El centro de la circunferencia es el punto medio del segmento AB:

P=Centr0=(1+3, 2+6)=(2,4)
2 2

El radio es la distancia del centro a uno de los puntos:
%
r=dist (P, A) = |PA| = |(-1,-2)| =V1+4 =5

Por tanto, la ecuacion es: (x —=2)? +(y—49?=5 — x> +)? —4x-8y+15=0

3 ;Cual es el lugar geométrico de los puntos
que distan 5 unidades del punto P(-3, 2)?
Represéntalo graficamente y halla su ecua-
cion.

Es una circunferencia de centro P(-3, 2) y ra- o
dio 5. (=3,2)

Ecuacion: (x + 3)% + (y—2)2 =25 \_//

x?+)?+6x-4y-12=0

4  Escribe la ecuacion de la circunferencia de centro C(-2, 1) y que pasa por
P0,—4).

El radio de la circunferencia es la distancia de P a C:
%
r=|PC|=1(=2,5)]=V4+25 =29

La ecuacion es: (x + 2)% + (y— D? =29, obien, x>+ > +4x—-2y-24=0
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5 Estudia la posicion de la recta x + y = 0 con relacion a la circunferencia:
x2+y?2+6x+2y+6=0.
El centro de la circunferencia es €(-3,-1) ysuradioes r=V9+1-6 = V4 = 2.
Hallamos la distancia de ¢ alarecta s:x+y=20:
d=disz(c,s>=%=i=4—\E=2\5:2,83>2=r

La recta es exterior a la circunferencia.

0 ¢Para qué valor de b larecta y = x + b es tangente a la circunferencia
x2+y2=12
El centro de la circunferencia es €'(0, 0) y su radio es 7= 1.

12

Hallamos la distancia de € alarecta ssx—y+b=0: d=dist(C, s) = "
2

Para que la recta sea tangente a la circunferencia, ha de ser d = r, es decir:

loy o pl=vz<"" V2

V2 bh==2

o Halla los puntos de interseccion de cada pareja de circunferencias y di cual es
su posicion relativa:

x2+y?2—6x-16=0 b x2+y?2—6x-4y+9=0
A 2, DY 2 e -
xZ+y2=4 X2+ —6x+2y+9=0

a)x2+y2—6x—16=0 4-6x-16=0 —» -6x=12 — x=-2
X%+ p2 =4 4+y?’=4 - =0 > y=0
Las circunferencias se cortan en el punto (-2, 0).

La primera circunferencia tiene centro en (3, 0) y radio 5; la segunda tiene centro
en (0, 0) y radio 2. La distancia entre sus centros es d = 3. Como la diferencia
entre sus radios es 5 —2 =3 = d, las circunferencias son tangentes interiores.

b) X2+ p?—06x -4y +9=0 } Restando a la 22 ecuacion la 12:
X2+ p2—6x+2y +9=0 6y=0 — =0
xX*—6x+9=0 - (x-3?%=0 — x=3
Las circunferencias se cortan en el punto (3, 0).

La primera circunferencia tiene su centro en (3, 2) y radio 2; la segunda tiene su
centro en (3, —1) y radio 1. La distancia entre sus centros es d = 3, igual que la
suma de sus radios. Por tanto, las circunferencias son tangentes exteriores.
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8 Halla la longitud de la cuerda comun a las circunferencias de ecuaciones:
x2+ 9?2 4x+2y—4=0y x*>+y%>—4=0.
Hallamos los puntos de corte:

X2+ % —dx+2p-4=0 dx+2=0 > y=2
x2+y2 _4=0 X2+4x2—4=0 e 5x2=4

2 v of25. 2

Las dos circunferencias se cortan en P( — 5
D

La longitud de la cuerda comun es igual a la distancia entre P y O:

N S ETNEO R EYRETE

N [ I N T
55

9 Calcula la distancia del centro de la circunferencia x2+ y?—2y—1=0 alarec-
ta r: 2x—y + 3 = 0. ¢;Cual es la posicion de r respecto a la circunferencia?

El centro de la circunferencia es €'(0, 1) y su radio es R = V2. La distancia de C
a r es:

dist (C, ) =122 - 2 ~089 <2 =141

Luego la circunferencia y la recta son secantes.

Elipse
10 Halla los vértices, los focos, los puntos en los ejes, las excentricidades, y re-
presenta las elipses dadas por sus ecuaciones:
2 2

xz Yoo xZ 2 , . , L
Diot36-1 Pz i0-1 99F+257=25 DT+ dyi=1

a) Vértices: (10, 0); (=10, 0); (0, 6) y (0, —6).
Focos: ¢ =V100-36 =8

FB,0) y F(8,0) ijm
8

Excentricidad: exc = 0" 0,8 5
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b) Vértices: (8, 0); (=8, 0); (0, 10) y (0, -10).

Focos: ¢ = V100 — 64 = V36 = 6
F(0,6) y F'(0,-0)

10
\
Excentricidad: exc = % =0,6 -8 3
F/
10
2 2
2 2 X Yo
) 9x* + 2594 =25 — 5575 * 5 1
L. 5 4L 5 4l
Vértices: 3 0J; -3 0}; (0, Dy (0, =D). 1
Focos: ¢ = £—1=\/1_6=i /\
e R
3 3
f(8,0) v rf-4.d :
3 3
Excentricidad: exc = 43 _ 4 0,8
5/3 5
2 2
2 2 - AN 1
Dot pm=1 = 5+ =l z
verdees (1. o (-2 o} (0.1 y o1 / \
3 3 2 2
11 5 _ s = 1
fc=A4 - = =al=2 = O 3 3
Focos: ¢ \/4 ) \/36 G
F/
oo, 5) s ol 5) :
6 6 2

11 Halla las ecuaciones de las elipses determinadas de los modos siguientes:
a) Focos (=2, 0), (2, 0). Longitud del eje mayor, 10.
@ F(-3,0) y F'(3, 0) y cuya excentricidad es igual a 0,5.
c) Eje mayor sobre el eje X, 10. Pasa por el punto (3, 3).
@ Eje mayor sobre el eje Y, 2. Excentricidad, 1/2.

Ac=2 2a=10 — a=5 b=Va?-cZ=+25-4 =121
2 yZ

Ecuacion: Xy =
" 25 21
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Ecuacion: ;C—6+32/—7 =1
X2 yz
QO2a=10 — a=>5; erﬁ_l
Como pasa por (3,3) — %+%=1 — 9b%+225=25h> —
S 16b =225 o b2=22
16
52 2 X% 162
Ecuacién: —— + ——=— =1 ien, — + —2_ =
cuacion 5 + 555716 , O bien, 5 + 75
d)exc=£=l S o=t (a=1, pues 2a=2)
1 2 2 ’
1 _3
PReg2_c2=1_-1_-23
a*—c 73
X2 2
Ecuacion: 37+T=1’ o bien, —— +y2=1

12 Halla la ecuacion del lugar geométrico de los puntos cuya suma de distan-
ciasa P(—4,0) y Q(4,0) es 10.

Es una elipse de focos P(-4,0) y Q(4, 0), y constante k= 10, es decir, 2a = 10
y ¢=4.

Asi: a=5; b =a*-c?=25-16=9

2 2
. X
La ecuacion sera: — + y— =1
25 9

2 2
13 Halla los puntos de interseccion de la elipse ;—5 +2_ =1 con la circunfe-

9

rencia cuyo centro es el origen y pasa por los focos.
Los focos de la elipse son:
c?=a’-b> - *?=25-9=16 — c=4

F(4,0) y F'(-4,0)

Luego la circunferencia tiene su centro en
(0, 0) y radio 4.

La ecuacion de la circunferencia es: x? + y? = 16.

Hallamos los puntos de interseccion de la cir- T
cunferencia con la elipse:
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2402 =
x2+92=16 $2 =16 — &2
x?  y? 2 2 _ 2 a2y =
2_5+?= 1 [ 9x?+ 2592 =225 — 9x?+ 25(16 — x?) = 225
2 2 _ 2 > _ 175
Ox* + 400 — 25x% =225 — 175=16x* — xt = o
SN7 9
x==—- - y=z=
s i5=i5\/;/ 4 4
N1 4 _
V16 T~ -, L
4 4
v cu L (37 o) (ﬁ_a(—sﬁ o) (—SV?_9)
Hay cuatro puntos: ( i) 7 4/ i 4 y i 4

14 Calcula la longitud de la cuerda definida por la elipse x? + 3y? = 28 y la rec-
ta 5x + 3y = 14.

Hallamos los puntos de corte de la recta y la elipse:

Sx +3y =14 | . _ 14 -3y
x%+ 3y% =28 5

14 — 2 _ 2
( 53“)})+3y2=28 RN 1968%+5y2=zg

196 — 84y + 9y% + 7592 =700 — 84y% -84y —504 =0

1+V1+24 1+5 _—)
2_4y_6 = = =
Pr—y—-6=0 — y > S —

[
B =

3 -5 Xx
-2 = x

2

Se cortan en los puntos P(1, 3) y Q(4, -2).

La longitud de la cuerda es la distancia entre P y Q:

1P| = |G, —5)| = V9 + 25 = V34 =583

15 Escribe la ecuacion de una elipse con centro en el origen de coordenadas y
focos en el eje de abscisas, sabiendo que pasa por el punto P(8,-3) y que
su eje mayor es igual al doble del menor.

El eje mayor es igual al doble del menor, es decir: a = 2b. Ademads, pasa por el
punto P(8, -3). Luego:

ot 4 2

2 2
Xy o5 6,9 g 16,9 L, 25

a*  b? 4b*  b? b*  b? b? -

—  25=0b% a?=4b%=100

2 2
La ecuacion es: —— +2X- =1
100 25
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@ Escribe la ecuacion de la elipse de focos F(1,1) y F'(1,-1) y cuya constan-
te es igual a 4.

Si P(x, ») es un punto de la elipse, entonces:

dist (P, F) + dist (P, F') = 2a, es decir:

Vo - D2+ -2+ V- D2+ (y+ D2 =4

Operamos para simplificar:

V- D2+ (-2 =4-Vlx- D%+ (y + 1)?

-2+ @p-1D2=16+x-D?+ @+ D=8 Vx- D2+ (y + D?
A -0+ v =2 =16+ F + Y~ 6o+ Y2+ ¥+ 2y -8 N(x - D? + (y + 1)?
—4y-16=-8Vx- D%+ (y + 1)?

4y + 162 =64 [(x - D? + (y + D?
16y2 +256 + 128y = 64 [x? + 1 — 2x + 2 + 1 + 2]
1692 + 256 + 128y = G4x? + 64 — 128x + 642 + 64 + 128y
128 = 64x? — 128x + 487
8 = 4x% — 8x + 32
12 = 402 — 8x + 4 + 392
12 = 2x — 2)% + 3y?

12 = 4(x — D? + 32

1= A D2, 3?7
12 12

(X—1)2+y_2=1
3 4

e De otra forma:
El centro de la elipse es el punto medio del segmento que une F con F’, es decir:

(u,u)z(w
2
Por otra parte:
%
2¢ = dist (F, F) = |FF|=[(0,2]|=2 — c=1
2a=4 = a=2 — a’*=4
b*=a’>-c?=4-1=3
(x—1)2+£=1
3 4

Por tanto, la ecuacion es:
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Hipérbola

17 Halla los vértices, los focos, las excentricidades y las asintotas, y dibuja las
hipérbolas dadas por las ecuaciones:

X2y oxZ
» 100 736 R TIR
o) x?-4y?=1 d) x2-4y2=4
2 2
e)%—%=l £) y2—16x2 = 16
g) 9x2—4y% =36 h) 4x%>-y%>+16=0

D a=10, b=6, c=Va%+ b2 =136 = 2734, exc=%zl,l7

Vértices: (10, 0) y (10, 0). Focos: F(2V34,0) y F'(-2V34,0)

3
5

x; y=—éx

Asintotas: ) = 5
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2 2
2 42 = *x_ry .
Oxc—4y-=1 — 7 4
a=1,b=%,c= 1+%=§, exc=@—£zl,12

Vs

Vértices: (1,0) y (-1, 0). Focos: F(77 O) y F/(_g, 0)

I
|
o=
=

Asintotas: ) = % x; )

Q
Il
N
N
Il
:—l
o
Il
Ny
+
—_
Il

\E, exc=§zl,12
Vértices: (2,0) y (=2, 0). Focos: F(N5,0) y F'(-\5,0)

Asintotas: y=%x; y=—-=x

e) Vértices: (0,2) y (0, -2). Focos: F(0, V40) y F'(0, —V40)

exc=@z5,16. Asintotas: y=ix; y=—lx
2 3 3
~ F -
\\\\\\\ , ”/”’,’
6. -~ | T~~1
/”’/ _2 \\\\\
,””’ F Tl
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2 2 \ 1
2_16x2=16 —» L X oy \ |/
D y*-16x 6 1 ‘

Vértices: (0, 4) y (0, —4) VA
Focos: F(0, V17) y F'(0, -N17) \l

’\/177 _1 II ‘\ 1

exc = < = 1,03. N
Asintotas: y = 4x; y = —4x P
2 2
2 9% - 4y2 =36 — XT_% =1

Vértices: (2,0) y (-2, 0)
Focos: F(\13,0) y F/(-\13,0)
V13

exc = —= = 1,80.
2 )

Asintotas: y=%x; y=—%x

h4x?-p2+16=0 — p>—4x? =16 — R /
2 2 ) g A
Y X \
- — - —=1 \ /
16 4 . 4 K
Vértices: (0, 4) y (0, —4) N
Focos: F(N20,0) y F(-N20,0) 2 N2
exc = @ = 1,12 J _4 \\\
// F/ \\
Asintotas: y = 2x; )= —2x y \

18 Halla las ecuaciones de las hipérbolas determinadas de los modos siguientes:

a) Focos (—4, 0), (4, 0). Distancia entre los vértices, 4.
b) Asintotas, y =+ % x. Vértice, (2, 0).

@ Asintotas, y =+ 3x. Pasa por el punto (2, 1).
@ Focos (-3, 0), (3, 0). Excentricidad, 3.

Dc=4 2a=4 — a=2, b=Vct-—a? =V16-4 =12

2

La ecuacion es: — — 2— =1
4 12
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b)a = 2; b _1 - £=é S op=2
a 5 2 5 5
A, x? yz _ . x2 25y2_
Ecuacion: T_m_l’ o bien, T =1
2 2
0ol -3 5 poza 5 XV
6l2 96l2
Como pasa por (2, 1) — 41 g 4 36— 1 = 9a?
aZ 9612
35 =9a*> — a2=5—95 - b2=942=35
2 2 2 2
Ecuacion: %/9—‘;—5= 1, o bien, 93%_33/_5=1

de=3 S£=2-3 5 4-1
a a
b*=c*-a*=9-1=8

Ecuacion:

19 Halla la ecuacion del lugar geométrico de los puntos cuya diferencia de dis-
tancias a F'(-4,0) y F(4,0) es6.

Es una hipérbola de focos F y F' y constante 2a = 6. Por tanto, a =3, ¢ = 4,
b*=c?-a*=16-9=7.

2 2
. X
La ecuacion es: — — A 1
9 7

@ Halla la ecuacion de la hipérbola que tiene el centro en el origen de coorde-
nadas y los focos en el eje de abscisas, sabiendo que pasa por el punto
P(V5/2,1) y que una de sus asintotas es la recta y = 2x.

La pendiente de la asintota es b 2 > b=2a
a
2 2
Luego X V" 1 eslaecuacion.
a’  4a?

Como pasa por el punto P(V5/2, 1), entonces:

52 1 1 5 10-1-4a® » 9-4a® — =2 - b =4a2=9
a?  4a? 4

2 2 2 2
La ecuacion sera: %—% =1, es decir: %—% =1
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Parabola

21 Halla los vértices, los focos y las directrices de las siguientes parabolas, y re-

preséntalas:

a) y% = 6x

o) y=x?
e)y’=4(x-1)
g x?=4(@+1)

a)y2=2px}2p=6 - p=3 - .

y? = 06x

Vértice: (0, 0)
Foco: (é, O)
2

Directriz: x = —

o [

b) Vértice: (0, 0)

Foco: (—i, 0)
2

3
2

Directriz: x =

¢) Vértice: (0, 0)

1
F : —
oco (0, % )

Directriz: y = —%

d) Vértice: (0, 0)
Foco: (0, 1)

Directriz: y = -1

b) y? = —-6x

X2
dy-= %
) (y—2)% = 8x

h) (x-2)* =-6y

3
2 2

[
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e) Vértice: (1, 0)

Foco: (2, 0)

Directriz: x=0

f) Vértice: (0, 2)
Foco: (2, 2)

Directriz: x = -2

g) Vértice: (0, —1)

Foco: (0, 0)

Directriz: y = -2 \/

h) Vértice: (2, 0) -
Foco: (2, —é) :
2
=3,
3 2 F

Directriz: y = >

22 Halla las ecuaciones de las parabolas determinadas de los siguientes modos:
a) Directriz, x =-5. Foco, (5, 0).
b) Directriz, y = 3. Vértice, (0, 0).
@ Vértice (0, 0) y pasa por (2, 3). (2 soluciones).

@ % =5 — p=10 — 2p=20. Ecuacién: y*=20x

b) El foco serda F(0, —=3). Si P(x, ») es un punto de la parabolay d: y—-3 =0 es
la directriz, entonces:

dist (P, F) = dist (P, d) — NxZ+(+3)2 = |p-3] —
- X2+ v op+ =6y + g - xt=-12y
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¢) Hay dos posibilidades:
) Eje horizontal: y?* = 2px. Como pasa por (2, 3), entonces:

=9 9

= =2 2=Z
9=4p — p % -y > %
1) Eje vertical: x* = 2py. Como pasa por (2, 3), entonces:
4 _ 2 4
4 = ~4_2 5 2 4
L A T

23 Halla el lugar geométrico de los puntos que equidistan del punto (3, 0) y de
la recta y =-3.

Es una pardbola cuyo foco es F(3, 0) y cuya directriz es d: y +3=0. Si P(x, ))
es un punto de la pardbola, entonces:

dist (P, F) = dist (P, d) — V(x—-3)2+y2 =|p+3| —

- xX-6x+F+ )=+ o+ > y=%2—x

O bien: (x —3)? = 6(y + %)

@ Escribe la ecuacion de la paribola de foco F(2,1) y directriz y + 3 = 0.

Si P(x,)) esun punto de la pardbola, F(2, 1) el foco,y d:y+ 3 =0 la directriz,
entonces:

dist (P, F) = dist (P, d) — V(x-22+@p-D2=|p+3] —

- @-22+0Q-D*=0@p+3? -
= =22+ -2+ 1= 2+ 0p+9 —

- X-2?=8+8 - @-22=8Qy+1D

Esfera

25 Di cuales de las siguientes ecuaciones corresponden a esferas y di su centro
y su radio:

aA)x2+y*-2x+4y-8=0
b)2x%—-2y% + 222 +4x-16=0
)2x2+2y%+222+4x-16=0
Dx?+3y2+22-2x2-4=0
€)3x2+3y%+322+6x-122-3=0
f)3x%+3y%+322+6x-122-30=0
@) 2x2+2y2 + 222 —4x+6y—3/2=0
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2

a) No tiene término en z*. No es una esfera.

b) Los coeficientes de x2, 2, z? no son iguales, luego no es una esfera.

2

©) Los coeficientes de x?, »2, z? son iguales. Dividimos la ecuacién entre 2:

x2+p?+ 22+ 20-8=0

(%)z+(§)2+(%)z‘1)=1+0+0—<—8>=9 S radio =9 = 3

Centro = (—é, —E, _<
27 2 2

) =(-1,0,0)
d) Los coeficientes de x?, y2, z? no son iguales, luego 1o es una esfera.
e) Los coeficientes de x?, »2, z? son iguales. Dividimos la ecuacion entre 3:

x?+)2+ 22+ 2x—42-1=0

(£)2+(§)2+(£)2—D= 1+0+4—(-D=6 — radio=6
2 2 2
Centro = (—é, —E, —g) =(-1,0, 2

2 2 2

) Los coeficientes de x?, 2, z? son iguales. Dividimos la ecuacién entre 3:

X2 +)?+ 22+ 2x-42-10=0

2 2 2
(%) +(§) +(%) -D=1+0+4-(-100=15 — radio= V15
Centro = (—é, —E, —g) =(-1,0,2)
2 2 2

9) Los coeficientes de x?, 2, z? son iguales. Dividimos la ecuacién entre 2:

x2+y2+22—2x+3y—%=0

(é)2+(§)2+(£)2—D=1+2+0—(—é)=4 — radio = 2
2 2 4 4

26 Halla la ecuacion de las siguientes esferas:
a) Centro (1, 0, -5) y radio 1.
b) Diametro A(3, -4, 2), B(5, 2, 0).
¢) Centro (4, -2, 3) y tangente al plano x—z=0.
d) Centro (3, -1, 2) y tangente al plano YZ.
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A (x-D?+y?+(=z+52%=1, obien, x*+p?+22-2x+10z2+25=0

3+5 4+2 2+0
27 27 2

b) El centro es el punto medio de AB: C = =4,-1, D

%
El radio es la distancia de € a uno de los puntos: [AC| = V12 + 32+ 12 = V11
La ecuacion es: (x—4)? +(y + D? + (z— 1% =11, o bien:

X2+ 2+ 22 -8x+2y-22+7=0

©) El radio es la distancia del centro C'(4, -2, 3) al plano m: x — z = 0:

~ 4-3| _ 1 1
r=dzst(C,n)=| =4 5 2=

V2 W2 2
La ecuacion serd: (x —4)% + (y + 2)% + (z —3)? = %, o bien:

57

x2+y2+zz—8x+4y—6z+7=0 -
— 2x2+2)?+ 222 - 16x+8y—-122+57=0
d) El plano YZ es el plano m: x = 0.
El radio es la distancia del centro C'(3, —1, 2) al plano ®: » = dist (C, ©) = 3

La ecuacion serd: (x —3)%2+ (p+ D? +(z-2)?> =9, o bien:
X2+ 2+ 22— 6x+2y-4z+5=0
27 Halla el lugar geométrico de los puntos cuya distancia al punto (2, -1, 4) es
iguala 7.

Es una esfera de centro (2, -1, 4) y radio 7:

(x=22+@+1D?+(=z-49?=49, obien, x>+ >+ 2> —4x+2y-82-28=0

PARA RESOLVER

28 Identifica las siguientes conicas, calcula sus elementos caracteristicos y di-

bujalas:
a) 4x% + 9y% = 36 b) 16x2 - 9y? = 144 ) 9x2 + 9y2 =25
d) x* - 4y* =16 e y% = 14x £) 25x2% + 1442 = 900

2
2 2

Esunaelipse — a=3 b=2 c= Vs Y T

N5

exc = 0,75
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2 2
Yy

2 2 _ =
b) 16x% — 9% = 144 — 5 15
a=3 b=4 c=5; exc=—; = 1,67

Es una hipérbola — i ’
Asintotas: )y = 3 xX; y= 3

25 5/3
0 9x% +9y2 =25 — x2+y2=7
Es una circunferencia de centro (0, 0)
.5
y radio 3 —-5/3 5/3
-5/3
2 2
2 42 x )

dDx*—4y*=16 — 6% 1

a=4, b=2, c=2V5; exc=TS=TSz1,12

Es una hipérbola — .
Asintotas: y = X y=-—5X
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e) Es una parabola.

Vértice: (0, 0)

Foco: (1, 0) 1 F
2 |
Directriz: x = _Z
2 ?
f) 25x2 + 1442 = 900 X0y
+ = - = _ =
o =9 36 25/4
Es una elipse — a=06, b= i, c= 119; exc = ﬂz0,91
2 12 12
5/2
-6\ F' F )6

—-5/2
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29 Halla las ecuaciones de las siguientes circunferencias:
a) Centro (3, 5) y es tangente a la recta: 4x +3y—2=0
b) Pasa por A(0,1) y B(-1, 0) y su radio es \s.
c) Pasa por el origen de coordenadas y por los puntos A(4, 0) y B(0, 3).
d) Tiene su centro en la recta x—3y =0 y pasa por los puntos (-1, 4) y (3, 6).
a) El radio de la circunferencia es la distancia del centro C(3, 5) a la recta
si4x+3y—2=0:

r=dist(C 5= 12+ 15-2] 25 4

La ecuacion es: (x—3)? + (y—5)? =25, obien, x%+y?—6x—-10y+9=0

b) El centro pertenece a la mediatriz del segmento AB:

0-1 _
“1-0

— Pendiente de la recta que pasapor A y B — m=

La mediatriz tiene pendiente ol S % =-1.
m

— El punto medio de AB es (%, %)
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— La ecuacion de la mediatriz es:

=i—1(x+l) - =l—x—l - =X
’ 2 2 ) 2 2 ’

— Un punto de la mediatriz es de la forma P(x, —x).
Buscamos P tal que dist (P, A) = dist (P, B) = V5 , es decir:
Vel +(x-D2=V5 - x2+at+1+2x=5 — 222+2x-4=0 —

2 2 T—x=-2 - y= 2

Hay dos soluciones:
e Centro (1,-1) — x-D?+@p+D?*=5 = x>+92-2x+2y-3=0
e Centro (=2,2) — (x+22+(-2%=5 — x?+p*+dx—4y+3=0

©) El centro pertenece a la mediatriz del segmento que une O(0, 0) y A(4, 0), es
decir, pertenece a la recta x = 2.

También pertenece a la mediatriz del segmento que une O(0, 0) y B(0, 3), es

3

decir, pertenece a la recta y = >

Por tanto, el centro de la circunferencia es C (2, é)

El radio es la distancia del centro a cualquiera de los tres puntos:

%
r=dist (C, 0) = |oc|=w/4+?9= 1/%=%

La ecuacion es: (x —2)2 + (y -

W

2
5) =%, o bien, x?+y?—4x-3y=0

d) Si el centro esta sobre la recta x — 3y =0, es de la forma C(3y, y).

El centro estd a igual distancia de A(-1, 4 que de B(3, 6). Ademads, esta dis-
tancia es el radio, r, de la circunferencia:

r=dist (A, C) = dist B, C) — |AC| = |BC| —

- NG+ D2+ (-92=VBy-3)2+(-6)7
WE+1+6y+y2+16-8y=997+9 18y + yZ + 36— 12y
28y=28 — y=1 —> x=3y=3

Por tanto, el centro de la circunferencia estd en C'(3, 1), y su radio es:
%
r=|AC| =N16+9 =~25 =5

La ecuacion es: (x —3)? +(y— 1)? =25, o bien, x?+y?—6x-2y-15=0
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@ Halla la ecuacion de la elipse que pasa por el punto (3, 1) y tiene sus focos
s en(4,0)y (-4, 0).

2 2
. X
La ecuacion es: 2— + Y- =1
a* b2

2 4

. : 1.
Como pasa por (3, 1) — peliys 1

e Como a’?=b%+c? ysabemos que c=4 — a’=>b*>+16

Teniendo en cuenta las dos condiciones anteriores:

9 ,1
b2 +16 b2

=1 > 92+b2+16=b1+16b2 — bi+6b2-16=0

_ 6+V36+64 _ —6+V100 _ 610 _—b*=2
2 2 2 T—pi-——=%

Asi: a?=2+16=18

bZ

2 2
Por tanto, la ecuacion de la elipse sera: 91C_8 + % =1

31 Se llama hipérbola equilatera a aquella en que a = b. Halla la ecuacion de la
hipérbola equilatera cuyos focos son (5, 0) y (-5, 0).

[3S)

. p 2
La ecuacion sera: - 1
a

&le

Como c¢? = a’+ b? ysabemos que ¢=5 yque a’=b? entonces:

25=2a* - a’= %
. x? y? . 25
Por tanto, la ecuacion es: - =1, obien, x?>-y2==-2
25/2  25/2 2

32 Halla la ecuacion de la hipérbola cuyas asintotas son las rectas y =
los focos (2, 0) y (-2, 0).

V1SS
2
<«

e Si los focos son (2, 0) y (=2, 0), entonces ¢ = 2.

e Si las asintotas son y = + % X, entonces: b %
a

e Como c¢? = a’+ b% tenemos que a’+ b? = 4.

e Teniendo en cuenta los dos ultimos resultados:

2

b=, a2+29—5a2=4 - 53_?:4 - 34a* =100
5

24 p2 = 2 _ 100 _ 50 24 _ 218

a’ + b* =4 a 3 7 — b*=4-qa =

2 2 2
e Por tanto, la ecuacion sera: I (- 1, o bien V7o _ 17p7 1
50/17  18/17
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Una circunferencia del plano pasa por los puntos (1, 3) y (3, 5) y tiene el
centro sobre la recta x + 2y = 3. Halla su centro y su radio.

e Si el centro estd sobre la recta x +2y=3 — x=3-2y, entonces es de la for-
ma C(3 -2y, ).

e La distancia del centro a los dos puntos dados, A(1,3) y B(3,5) es la misma.
Ademds, esta distancia es el radio, 7, de la circunferencia:

— —
r=dist (C, A) = dist (C,B) — |AC|= |BC| —

- Q-2 y-3|=[20,y-5] -

= N2-207+ (=37 = V27 + (- 5)?
4+477 -8+ +9-6y=497+ 2 +25- 10y
“4y=12 - y=-3 —> x=3-29=9

e El centro de la circunferencia es C(9, =3).

%
e El radio es: r= |AC| =064 + 36 = V100 = 10 = r

Halla las ecuaciones de las siguientes parabolas:
a) Foco (0, 0); directriz y = -2.
b) Foco (2, 0); directriz x =-—1.

¢) Foco (1, 1); vértice (1, %)

a) Si P(x, ) es un punto de la parabola, debe cumplir: dist (P, F) = dist (P, d);
donde F eselfocoy d la directriz.

Nx2+ 2 = |y+2] > X2+ = +4p+4 o> xP=4(Q+ D

b)Si P(x, ») es un punto de la parabola: dist (P, F) = dist (P, d); siendo F el fo-
coy d la directriz.
Vx =22 +y? = |[x+1| - @F-dx+4+p?=xr+2x+1

y2=06x-3 — y2=6( —%)

o) Si el foco es F(1,1) vy el vértice es (1, %), la directriz tiene que ser la recta

d: y =0, ya que la distancia del vértice al foco ha de ser igual a la distancia del
vértice a la directriz. Asi, si P(x, ) es un punto de la parabola:

dist (P, F) = dist (P, d)

Vax—1D2+ (@ -D2=|y| = @-D2+)y2-2p+ 1=y~

x-D?=2p-1 — (x—1)2=2( —%)
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35 a) Halla la ecuacion de la circunferencia cuyo centro es C(-1, 1) y es tan-
S gente a la recta 3x—4y—3=0.

b) De todas las rectas paralelas a la bisectriz del primer cuadrante, encuen-

tra las que sean tangentes a la circunferencia hallada en el apartado ante-
rior.

a) El radio, 7, de la circunferencia es la distancia del centro C(-1, 1) a la recta
s:3x—4y—3=0; es decir:

r=dist(C9=12=4=3] 10 _,

La ecuacion serd: (x + 1)?2+(y— 1?2 =4, obien, x>+ y?+2x-2y-2=0

b) Las rectas paralelas a la bisectriz del primer cuadrante son de la forma y = x + k,
es decir, L x—y+ k=0. Larecta ¢t estangente a la circunferencia cuando la
distancia del centro de la circunferencia, C(-1, 1), a la recta es igual al radio, 2.
Es decir:

1-1+ k|

dist (¢, ) = 1= o oy k=21,

2 V2

G k2] N k2" 22— k=2+2\2
TT~k-2=-22 5 k=2-22

=x+2+2V2
Hay dos rectas: y=x V2
y=x+2—2\/§

36 Halla la ecuacion de la circunferencia cuyo centro es el punto C(3, 2) yuna
S de cuyas rectas tangentes tiene por ecuacién: 4x—3y—5 = 0.

Determina si el punto X (3, 3) es interior, es exterior o esta en la circunfe-
rencia.

e El radio, 7, de la circunferencia es igual a la distancia del centro, C(3, 2), ala
recta s:4x—3y—5=0; es decir:

: 12-6-5] _ 1
r=dzst(C,5)=|—=_

Vi6+9 5
La ecuacion es: (x—3)?+ (y—2)? = 2_15, o bien, x%+ 2 — 6x — 4y — 52254 _

- 25x% + 25p% — 150x — 100y — 324 = 0
e Veamos si X(3, 3) es interior, exterior o esta en la circunferencia:
> 1
dist (C, ) = |CX| = |0, D] = 1> radio =

Luego el punto es exterior a la circunferencia.
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S

a) Determina la ecuacion que define el lugar geométrico de los puntos del

plano que son centro de las circunferencias que pasan por los puntos
P(2,0) y Q(0, D.

b) Una circunferencia de longitud 3n, que contiene al origen de coordena-
das, esta centrada en uno de los puntos del lu-

»
gar definido en a). Halla su centro.

a)Si C(x, ) es el centro de la circunferencia, la dis- 1 Q
tancia de ¢ a P ya Q ha de ser la misma, es AN
decir: 1Pp v

—> —
dist (C, P) = dist (C, Q) — |PC|= |QC]

Vix =22 +92 =Vx2 + (y - 1)2
Xo—dx+4+yf=x+)y -2y+1 — 4x-2y-3=0

Obtenemos una recta, que es la mediatriz del segmento PQ.

b) Longitud = 2nr = 3t — radio = r = 3

Su centro esta en un punto de la recta 4x —2y—3 =0 y pasa por el punto P(0, 0).

El centro es de la forma C (x, 4x2— 3 ):

[N _ 2

r=dist (P, C) = |PC| = x2+(4xT3) =%

x2+—16x2_424X+9 =% - 4x?+16x2+9-24x=9 —
x=0 — y——i

S 2002 2dx=0 — x(0x—24)=0<" 2
X=§ e y=E

Hay dos soluciones: Cl(O, —%) y G, ( , %)

@ Halla la ecuacion de la hipérbola que tiene por focos los puntos F(-3, 0) y
S F'(3,0) y que pasa por el punto P(8,5V3).

w|on

e Hallamos la constante de la hipérbola: |dist (P, F) — dist (P, F")| = 2a

— =
[P = [FPI] =2a — [](11,5V3)] - |5, 5V3)]| = 24

V121 +75 —=N25+75 =2a — 14-10=2a — 4=2a — a=2
eComo a=27y c=3, entonces b>=c*>—a’>=9—-4=>5,

2 2
e La ecuacion es: XT - % =1
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39 cCalcula la ecuacion de la elipse cuyo focos son los puntos F(-1,2) y F'(3, 2)
Sy cuya excentricidad es igual a 1/3.

e El centro de la elipse es el punto medio entre los
focos:

'EU
R

(—1+3 2+2

> )=(1,2)

-1 1 3
e La semidistancia focal es ¢ = 2.

. c
e La excentricidad es exc= —===— — q=6
a

e Obtenemos b2 — b2=a?2-c2=36-4=32

-2, (=22 _
36 32

e La ecuacion es:

@ La parabola de ecuacion: y* — 4y —6x—5 = 0 tiene por foco el punto (0, 2).
S Encuentra su directriz.

YV —4y=0x+5 — pP-4dy+4=0x+9 — Y 7
- (y—2)2=6(x+%)
_5: _2
El vértice de la pardbola es V(—%, 2),

Como el foco es F(0, 2), entonces la directriz es x = —3.

41 Un segmento de longitud 3 apoya sus extremos sobre los ejes de coordena-
S das tomando todas las posiciones posibles.

a) Determina la ecuacion del lugar geométrico del punto del segmento que
esta situado a distancia 1 del extremo que se apoya sobre el eje OY.

b)Identifica la conica resultante.
Y a) Llamamos o al dngulo que forma el segmento

con el eje X, como indica la figura. Asi, tene-
mos que:

x=Tlcoso. | x? = cos®a
y =2seno | y?=4dsen’ o

2 2
x2+y7=coszoc+sen2a=l N x2+y7=1

b) Es una elipse con centro en el orgien y focos en el eje OY. Sus elementos son

a=2,b=1 c=V4-1 =3,
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@ Halla la ecuacion del lugar geométrico de los puntos del plano tales que su dis-
§ tancia al punto (4, 0) es el doble de su distancia a la recta x =1. Comprueba
que dicho lugar geométrico es una conica y halla sus focos.

Sea P(x, ) uno de los puntos del lugar geométrico. La distancia de P al punto
Q(4, 0) ha de ser el doble que la distancia de P alarecta s:x—1=0; es decir:

dist(P, Q) = 2dist(P, s) — N(x—42%+y? =2|x—1]|

(x=D2+p?=dx-1D? - x?-8x+16+p?=4(x?*-2x+1)
2

2
X2+ 16+ 2 =4’ gL +4 — 3x*-p?=12 — %—31/—2=1

Es una hipérbola, centrada en (0, 0).
atl=4; b*=12 — c*=a*+b*=16 —> c=4

Por tanto, los focos son F(4, 0) y F(—4, 0).
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43 Idea dos métodos diferentes que permitan decidir si la recta: 4x +3y—8=0
es exterior, tangente o secante a la circunferencia: (x — 6)? + (y — 3)? = 25.
Razona tu respuesta.

B Primer método:

e Hallamos la distancia del centro de la circunferencia C(6, 3) a la recta dada
si4x+3y—-8=0:
. 24+9-8 25
d=dzst(C,s)=J—|-=—=5
V16 +9 5

e Como esta distancia es igual al radio de la circunferencia, d = r =5, enton-
ces, la recta es tangente a la circunferencia.

B Segundo método:

e Obtenemos los puntos de interseccion de la recta y la circunferencia, resol-
viendo el sistema de ecuaciones:

4+ 3y—-8=0 Y=

02+ (p-3)2=2
-0+ -37=25 x% = 12x + 36 + y* — 6y + 9 =25

2
x2—12x+36+(8_54x) - (%)+9=25

64 — 64x + 16x2
9

Ox? — 108x + 324 + 64 — G4x + 16x2 — 144 + 72x + 81 = 225
25x2-100x+100=0 — x%?—-4x+4=0 — (x-22=0

X2 —12x + 36 + —-16+8x+9 =25

8 — 4x
3

Como solo se cortan en un punto, la recta es tangente a la circunferencia.

x=2 = y= =0 — Se cortan en (2, 0).
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Halla la ecuacion del lugar geométrico de los puntos cuya distancia al punto
(4, 0) es igual a la mitad de la distancia a la recta: x —16 = 0. Representa la
curva que obtienes.

Sea P(x, ») uno de los puntos del lugar geométrico. La distancia de P a (4, 0) ha
de ser igual a la mitad de la distancia de P ala recta x— 16 = 0; es decir:

V=42 + )72 = % |- 16|

(x — 4%+ y?= %(x—l@z

x? — 8x + 16+y2=%(x2—32x+256)

4x? — 326 + 64 + 4y? = x? — 32% + 256
2

2
3+ dp2=192 - X4

N
TS Vi

Es una elipse, en la que a =8 y b= V48 = 693.

La representamos: -8 F F 8

Los focos estin en F(4, 0) y F'(-4, 0).

La excentricidad es: exc = % 4 1. 0,5 i

Halla el lugar geométrico de los puntos P(x, y) tales que el producto de las
pendientes de las rectas trazadas desde P alos puntos: A(-2,1) y B(2,-1)
sea igual a 1. ;Qué figura obtienes? Represéntala.

-1

e La pendiente de la recta que une P con A es: i T2
. y+1

e La pendiente de la recta que une P con B es: p—

e El producto de las pendientes ha de ser igual a 1, es decir:

(x+2 x_21—>x2_4lﬁy 1=x*-4

x2

3
Es una hipérbola, en la que a=5b= V3 y ¢= V6.

2
x2-p?=3 > _y?=1

Los focos son F(\/E, 0) y F(—\/E, 0).

Las asintotas son: y=x € y=-x

La excentricidad es: exc = ” =2 -2 =141
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(=32  (+20P _

T 9 1 b —5 25
(x=32 (y+2)? _ @+2? (x=302 _
96 ~~ 4 ! D=1 °

a) Es una elipse de centro P(3, —2).
a=5, b=3,
c=Va?-p? =V25-9 =16 = 4.

Los focos son F(7,-2) y F'(-1,-2).

La excentricidad es: exc = % =0,8

b) Es una elipse de centro P(3, -2).
a=5, b=3 c=4.

Los focos son F(3,2) y F'(3, -0).

La excentricidad es: exc = % =0,8

¢) Es una hipérbola de centro P(3, -2).
a=4, b=2 c=V16+4 =20 = 2v5.
Los focos son:

F(3+2V5,-2) y F'(3-2V5,-2)

Las asintotas son:

y+2=%(X—3); y+2=—%(X—3)

d) Es una hipérbola de centro P(3, -2).
b=2, a=4, c=V20 =2v5.
Los focos son:
FQ3,-2+2V5) y F'(3,-2-2V5)
exc = —2\2/5 =5

La excentricidad es:
Las asintotas son:

y+2=%(x—3); y+2=—%(x—3)

1

1

Describe las siguientes conicas. Obtén sus elementos y dibujalas.

(=32 (p+2? _
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@ Asocia cada una de las siguientes ecuaciones a una de las graficas que se dan

a continuacion:

X2 y? 2 X2 y? x
o+ =1 b) x*+<-=1 =1 D +y=1
VLTS )7+ DGty Vg Y
2 B X2 % 5 x? 22 .
C)T'*'y—l f)——?—l g)y —T—l h)T-'-y =0
2 2
i)T—J’2=0 ])T_y=0 K x?-y*=1 Dxy=1
1 @ bdsdeckad | @ v
— o
™ L‘z—zj )0 A ™ \
e Wrtno | | 1N/ ]
T} N Y | :
N\ \ / N i
= -
/ \ \ \ ”/,‘) ~ <.
/ \\ }
a) VI b) v o) IV d1 e) VII f) x1
g) X h) D P v k) 1x D x
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48 Describe las siguientes curvas, identifica sus elementos y represéntalas.

a){x=5(:osoc

b){x= 1+2cosa
y=5seno

=-2+ 3 sen

d){x=—1+cos0c
y=-3+seno

x = (cos 0)/2
) {y = (sen 0)/2

{x=2+200s0¢
g

h) x=—4+4 cos o
y=2+5senc

y=2sena

a) Es una circunferencia de centro (0, 0) y radio 5.

Unidad 8. Lugares geométricos en el plano y en el espacio. Cénicas.

) x=-3+3 cos q
y= 2+3sen

X = cos O
D {y= (3 sen 0)/2
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b) Es una elipse de centro (1, —2) y semiejes
2y 3.

a=3 b=2 c=15.
Focos: F(1,-2+5) y F'(1,-2-5)

Excentricidad: exc = g = 0,75

¢) Es una circunferencia de centro (=3, 2) y
radio 3.

d) Es una circunferencia de centro (-1, -3) y
radio 1.

e) Es una circunferencia de centro (0, 0) y

radio l.
2

f) Es una elipse de centro (0, 0) y semiejes

1y%. a=%, b=1, c=§.

Focos: F(O, g) y F/(O, _ g)

Unidad 8. Lugares geométricos en el plano y en el espacio. Cénicas.
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2) Es una elipse de centro (2, 2) y semiejes
2y5s. °F

a=5, b=2, c=21.
Focos: F(2,2+21) y F/(2,2-~21)

2 °

Excentricidad: exc = @ = (0,92 s
ol
h) Es una elipse de centro (4, 0) y semiejes

4y 2. 5
a=4, b=2 c=1V12.
Focos: F(—4+N12,0) y F'(—-4—-12 0) F -4 F )0
Excentricidad: exc = @ = 0,87

Halla el lugar geométrico de los puntos P(x, y, z) que equidistan de los pun-
tos A(l,;l, 0) v B(2, 3,—4). Comprueba que obtienes un plano perpendi-
cular a AB y que pasa por el punto medio de AB.

Si P(x, y, ) es un punto del lugar geométrico: dist (P, A) = dist (P, B) —

> Va-D2+@+D2+22 =V -22+ @ -3)2+ (z + 4?2
M—2x+ 1+ f+2p+ 1+ =) —dx+4+yf—6y+9+2£+82+16
T 2x +8y—8z—27=0 — Ecuacion de un plano.
%
e Veamos que T es perpendicular a AB:
%
AB=(, 4, -4
5 —
Vector normal al plano — 1€(2, 8, -8) // AB

%
Luego AB L m.

e Comprobamos que T pasa por el punto medio de AB:

M=(1+2, 13 0_4)=(§,1,—2)
2 2 2 2

2-(%)+8-1—8~(—2)—27=0 ~ Men

e El plano 7 es el plano mediador del segmento AB.
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@ Halla el lugar geométrico de los puntos que equidistan de los planos si-

S

guientes:

o 3x+y—2z+1=0

B: x—3y+22-3=0
@ Hay dos soluciones. Son los planos bisectores del diedro que determinan o. y f.
Si P(x, y, 2) es un punto del lugar geométrico:

[3x+y—2z+1| _ |x—3y+2z-3|
NO+1+4 N1+9+4

dist (P, o) = dist (P, B) —

|3x+y—2z+1|= |x-3y+2z-3]|

__Bx+ty-22+1=x-3y+22-3 > 2x+4y—-42+4=0 5> x+2y-22+2=0
T~B3x+y-—22z+1=-x+3y—22+3 — 4x-2y-2=0 — 2x-y-1=0

Son los planos bisectores del diedro que determinan o y P.

Halla las ecuaciones del lugar geométrico de todos los puntos del plano
x =y que distan 1 del plano 2x—y + 2z = 2,

Si P es un punto del plano x =y, entonces es de la forma P(x, x, z). La distan-
cia de P al plano dado ha de ser igual a 1, es decir:
|20 —x+22-2| _ |x+22-2| _

N4+1+4 3

2z—2= 3 5 x+2z-5=0
+22-2|=3=— "
ot 22=2] =3 . 53 & xt2e+1-0

1

Son dos rectas: 7 {X+22_5=0 . {x+ 22+ 1=0

x=y x=y

a) Halla el lugar geométrico de los puntos que equidistan de los planos de
ecuaciones 3x—4y+5=0y 2x—-2y+2z+9=0.

b) ¢Qué puntos del eje OY equidistan de ambos planos?

a) Si P(x, y, 2) es uno de los puntos del lugar geométrico, entonces:

[3x—4p+5] _ [2x-2y+z+9]
N9 + 16 N4+ 4+ 1
[3x—4y+5| _ [2x=2y+2+9]|
5 3

330 -4y +5]=5|2x -2y + 2+ 9|

9 -12p+15= 10x-10p+5z+45 — x+ 29+5z+30=0
TT—Ox—12p+15=-10x+ 10y =52 - 45 — 19x-22y + 52+ 60 =0

Somn los planos bisectores del diedro que determinan los dos planos dados.
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b) Un punto del eje OY es de la forma Q(0, y, 0). La distancia de Q a cada uno
de los planos ha de ser la misma, es decir:
|-y +5] _ |=2v+9] ) [HAy+S| _ |-y +9|
Vo + 16 Vi+4+1 5 3

3|4y + 5] =5|-2y+ 9|

/—12y+ 15=-10p+45 — -2y=30 — yp=-15

T2+ 15-10p- 45 o 2= 60 - y=20

Hay dos puntos: Q,(0, -15,0) y QZ(O’ %’ O)

Calcula el conjunto de puntos de IR3 que estan a igual distancia de P(-1, 2, 5)
Y Q(3, 4, 1). ¢A qué distancia se encuentra el punto P de dicho conjunto?

Si A(x, y, 2) es un punto del conjunto, su distanciaa P ya Q ha de ser la mis-
ma, es decir: dist (A, P) = dist (4, Q) —

- Va+ D2+ -22+(z-52 =Vx+3)>+ (-9’ +(z- 1D’
X +2x+ 1+ —dy+4d+ 10z +25=
=) +6x+9+)y/ -8y +16+-22+1 — —4x+4y-82+4=0 —
- Tx-y+2z-1=0
Es el plano mediador del segmento que une P y Q.
La distancia de P a dicho plano sera igual a la mitad de la distancia entre P y O:
dist (P, Q) = |P_Q>|= |(=2,2, )| =V4+4+16 =24 =276 —
276

= dist (P,m) = == = V6 = 2,45

Halla la ecuacion de la esfera que pasa por: A(1,1, 1), B(1,2,1), €(1, 1, 2),

D(2,1, 1.

La ecuacion es de la forma x? + y2 + 22+ ax+ by + cz+d = 0.

Sustituimos cada uno de los cuatro puntos en la ecuacion:
1+1+1+a+b+c+d=0 — a+b+c+d=-3 a=—
l+4+1+a+2b+c+d=0 — a+2b+c+d=-6| b=-

l+1+4+a+b+2c+d=0 — a+b+2c+d=-0| c=-
4+1+1+2a+b+c+d=0 — 2a+b+c+d=-6| d=

La ecuacion es: x?+ p?2+ 22 -3x-3y—-32+6=0
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a) Halla la ecuacion del plano perpendicular a la esfera x? + y? + 2% — 2x —
4y +4 =0 enel punto P(1, 2, 1).

b) ¢Cual es el punto diametralmente opuesto a P en la esfera dada?

a) El punto P es un punto de la esfera.
El centro de la esfera es C (1, 2, 0).
%
El plano que buscamos pasa por P y es perpendicular al vector CP(0, 0, 1). Su

ecuaciones: 0-(x—D+0-(y—2)+1-(z-1)=0, esdecir: z—1=0.

b) Es el simétrico de P respecto del centro de la esfera. Si llamamos P'(x, y, 2) al
punto que buscamos, C es el punto medio del segmento PP, es decir:

(1+x 24y 1+z

=(1, 2 P, 2 -1
27 27 (550)% (77 )

Halla la ecuacion de la esfera tangente a los planos x — 2z -8 =0 y
2x—z+5=0 y que tiene su centro en la recta:

=2
r:
s

El centro de la esfera es de la forma C(-2, 0, 2) (pues pertenece a la recta 7).

La distancia del centro a cada uno de los planos es la misma. Ademas, esta distan-
cia es el radio de la esfera:

|-2-2z-8| _ |A4-z+5] _ [2z-10] _ |-z+1]
V1 +4 V4 +1 Vs Vs
|2z -10]| = |-z + 1]

22-10=—2+1 = z=-11 — C(-2,0,-1D
T~ 22-10=2-1 = 32=9 — z=-3 — C)(-2,0,-3)

Hay dos soluciones:

12

\lg

19 C(=2,0,-11) — Radio =

Ecuacién: (x + 2)% + yz +(z+ 112 = 1?44
: . 4
28 C(-2,0,-3) — Radio = —
’ \B
Ecuacion: (x + 2)2 +y? +(z +3)? = %

La esfera (x—3)?+(y+2)?2+(z—1)?=25 cortaal plano 2x—-2y+z—-2=0
en una circunferencia. Halla su centro y su radio.

e Obtengamos el centro de la cicunferencia:

— El centro de la esfera es P(3, -2, 1).
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— La recta que pasa por P y es perpendicu-
lar al plano es:

x= 3+2\
py=-2-2\
z= 1+ A

— El punto de corte de esta recta con el plano
dado es el centro de la circunferencia:

23+ 20 =2(=2=-20+(1Q+M)=2=0
6+4h+4+4Ah+1+A-2=0 = 9A+9=0 — A=-1
(1,0,

e Calculamos el radio de la circunferencia:

La distancia entre los centros P y Q es:
%
d=0P|= |2, -2, D] =V4+4+1 =3

El radio de la esfera es R = 5.

Luego el radio de la circunferencia es: r= VRZ—d? =\25-9 = V16 = 4

58 a) Halla la ecuacion de la esfera que pasa por los puntos A4, 1, -3) y
B(3, 2, 1) y que tiene su centro en la recta:

x-8 y-3 =z+4
2 1 -1

b) ¢Cuil es la ecuacion del plano tangente en B a dicha esfera?

a) Escribimos la recta en paramétricas:

x= 8+ 2
y= 3+ A
z=~4—- A

Como el centro pertenece a esta recta, es de la forma C(8 + 2\, 3 +A, -4 — N

La distancia de C alos puntos A y B ha de ser la misma. Ademas, esta dis-
tancia es el radio de la esfera:

— —
dist (A, C) = dist (B, C) — |AC| = |BC]|

|[QA+ 4, A+2, A=D]|=|Cr+5 A+1,-A-5)]

VL + D2+ A+ 22+ (A - D2 = V2L + 352 + (A + D2 + (L - 5)?
D+ 16+ 1M+ )+ 4+ 4N+ )2+ 1+ 20\ =

=42+ 25+ 200+ )¢+ 1+ 20 + )2 +25 + 100

“10L=30 — A=-3 — C(2,0,-D

- =
|[AC| = |BC| = 3 = radio de la esfera.

Unidad 8. Lugares geométricos en el plano y en el espacio. Cénicas.



59

60

La ecuacion es: (x—2)2 + 2 +(z+ 1?=9, o bien:
X2+ )2+ 22— dx+22-4=0
b) Un vector normal al plano es C?B =(1, 2, 2).
El plano pasa por B(3, 2, 1). Su ecuacion es:
1 x-3+2-(-2+2-(z-D=0
X-3+2y—-4+22-2=0
X+2y+22-9=0

Halla el lugar geométrico de los puntos cuya distancia a A(-2, 3, 4) sea el
doble de la distancia a B(3, -1, -2).

Si P(x, y, 2) es un punto del lugar geométrico, debe cumplir:

dist (P, A) = 2dist (P, B)

Vo + 22+ (@ -32+ @ -9D? =2V =372+ + D? +(z + 2)?

X2 H4x+ 4492 -0 +9+22 82+ 16=2x2—6x+ 9+ P2+ 2y + 1+ 2%+ 4z +4]
X2+ 2+ 22+ 4x— 6y — 82+ 29 = 2x? + 292 + 222 — 12x + 4y + 8z + 28

X2+ 2+ 22— 16x+ 10y + 162 -1=0

Es una esfera de centro (8, -5, =8) y radio V154 = 12/4.

Dados A (4_, 2,0) y B(2,6,—-4), ha_lla el lugar geométrico de los puntos P
tales que PA sea perpendicular a PB.

Si P(x, y, 2) es un punto del lugar geométrico:

%
AP (x -4, y-2,2) han de ser perpendiculares, es decir:

%
BP(x—2,y—06,z+4)
- —

AP*BP=0 = @-49Dx-2+@-2@p-00+z(E+4=0
X2 —6x+8+)?—8y+12+ 22 +42=0

X2+ Y2+ 22— 6x-8y+4z+20=0

Es una esfera de centro (3, 4, —2) y radio 3.

PARA PROFUNDIZAR

@ Halla la ecuacion de la circunferencia inscrita en el triangulo de lados:

y=0 3x—-4y=0 4x+3y-50=0
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3x-4y=0 < 1

(8, 6)

*P(x, )
E =0 « r

3
©, 0

(12,5; 0)

dx+3y-50=0 « 1,

Si P(x, y) es el centro de la circunferencia, entonces:
—4
o dist (P, r)) = dist (P, 7)) — BX—SM = |yl = 5|yl=13x-4y|
__—5y=3x-4 — 9y=3x — x=3y

T~5y=-3x+4 — p==3% <« No vale; la bisectriz que buscamos es la
otra.

4x + 3y —50
o dist (P, r,) = dist (P, ry) — |x5—5ysl=|y| S 5|y| = |4x+ 39— 50|

Sy=4x+3y—-50 — p=2%=25 <« No vale;es la otra bisectriz.
<5y=—4x—3y+50 - 2x+4y=25

El punto de corte de las dos bisectrices es el incentro, es decir, el centro de la cir-
cunferencia inscrita en el tridngulo.

_ _ _25 _5
x=3y 6y +4y=25 — 10y=25 — y 0"
2x + 4y = 25 x=3y=12—5

El centro es P (E, i)
22
El radio es dist (P, ry) =y = >

= = radio
2

2 2
La ecuacion es: (x - 1—5) + (y - i) = 2—5; o bien:
2 2 4

2 qsxs 225 0 5, 25 25
x*—15x + 4 +y 5y+4 %

x*+p?—15x-5p + 225 _o 4x2 + 42 — 60x — 20y + 225 =0
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Halla la ecuacion de la circunferencia que pasa por (-3, 2) y (4, 1) y es tan-
gente al eje OX.

Si P(x, y) es el centro de la circunferencia, y llamamos a los puntos A(-3, 2) y
B(4, 1); la distancia de P alos dos puntos y al eje OX ha de ser la misma. Ade-
mas, esta distancia es igual al radio de la circunferencia.

dist [P, eje OX] = |y|

dist (P, A) =(x +3)2 + (y— 2)? | han de ser iguales.
dist (P, B) = V(x — 2 + (y — 1)?

Ve +3)2+ (p-2)% =Vl —D? + (y - D?
+0ox+9+yF—dy+ 4= —8x+16+y2-2py+1
1l4x-2y-4=0 - 7x-y-2=0 — y=T7x-2
Ve +3)2+ (@ -22% = |y

X2+ 0x+ 9+ yF—dy+ 4=y~

X%+ 6x—4(7x - 2) +13 =0
xX*+6x-28x+8+13=0 — x?-22x+21=0

_ 22484 -84 _ 22£V400 _ 22£20 _— X=21 — y=145
2 2 2 T~ux=1 - y=5

Hay dos soluciones:
13) Centro (21, 145) y radio 145:
(x—=2D?% + (y - 145)% = 21025; o bien: x? + y? — 42x — 290y + 441 = 0

2%) Centro (1, 5) y radio 5:
(x—=D?+ (—-52%=25; obien: x?+p?-2x-10y+1=0

Determina la ecuacion de la circunferencia de radio 10 que, en el punto
(7, 2), es tangente a la recta 3x—4y—13 = 0.

El centro pertenece a la recta perpendicular a la dada que pasa por (7, 2).

— Una recta perpendicular a 3x—4y—13 =0 es de la forma 4x + 3y + k=0. Co-
mo (7, 2) pertenece a la recta: 28+ 6+ k=0 — k=-34. El centro pertene-
ce a la recta:

—4x + 34
y=x5

4x+3y-34=0 — 3

—4x + 34
3

dio, que es 10, es decir:

2
\/(x—7)2 +(#_2) =10

— El centro es C (x, ) La distancia de C al punto (7, 2) es igual al ra-
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) = 100

(x—7%+ (—_4X+ 34
3

1622 — 224x + 784 _
9

Ox2 — 126x + 441 + 16x2 — 224x + 784 = 900
25x2-350x+325=0 — x2—-14x+13=0

x%2 = 14x + 49 + 100

14+V196-52  14+V144 _14+12 __—x=13 — y=-0

2 2 2 T~x=1 - yp=10

Hay dos soluciones:
13) Centro (13, —6) y radio 10:
(x—13)2+(+6)2=100 — x%+p?—-26x+ 12y +105=0

2%) Centro (1, 10) y radio 10:
(x=D?+@»-10%=100 — x*+p?>-2x-20y+1=0

Pagina 233

64 Halla la ecuacion de la parabola de vértice en el punto (2, 3) y que pasa por
el punto (4, 5).

Hay dos posibilidades: 5‘ - I‘{ T
D@y-32=2p(x-2) \ ‘\\\ o
Como pasa por (4,5 — 4=4 — p=1 , \\*-é-l—"/
(y-372=2x-2) )
D) (x-2%=2p'(y-3)
Como pasa por (4,35) — 4=4p' — p'=1 ! Teeell.
(x=2)%=20-3) 1 2z 3 4 5

65 Halla los vértices, los focos y la excentricidad de las conicas siguientes:
a)9x? + 16y%2 —36x + 96y + 36 =0 b) x2-4y%2-2x-3=0
a) 9x? + 16y? — 36x + 96y + 36 = 0
9x?% — 36x + 36 + 16)2 + 96y + 144 — 36 — 144 + 36 = 0
Bx — 6)2 + (4y + 12)2 - 144 = 0
[Blx — 2)1% + [4(y + 3)]* = 144
9(x —2)2 +16(y + 3)% = 144

-2 (+3)°*_,
16 9
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Es una elipse de centro (2, —3).

a=4, b=3 c=VNa>-b* =7
Vértices: (6, -3); (-2, -3); (2, 0) y (2, =6)
Focos: (2 +V7,-3) y (2-7,-3)

b)x? —4y? - 2x-3=0
x?=2x+1-4y>2-1-3=0
(x—D2—4y2=4

2
(x—41) _y2=1

Es una hipérbola de centro (1, 0).
a=2, b=1, c=V4+1 =15
Vértices: (3, 0) y (-1, 0)

Focos: (V5 +1,0) y (=5 +1,0)

Excentricidad: exc = % =~ 1,12

Un segmento PQ de 3 cm de longitud se mueve apoyandose tangencial-
mente sobre la circunferencia x? + y? —4x+ 6y +9=0.

Si el extremo P es el punto de tangencia, scual es el lugar geométrico que
describe el otro extremo Q?

La circunferencia dada tiene su centro en (2, -3) y suradioes V4 + 9 -9 = 2.

Como la tangente es perpendicular al radio, la distan-
cia de Q al centro serd siempre la misma:

Por tanto, Q describe una circunferencia con el mis-
mo centro que la dada y radio V13.

P 3 9

Su ecuacion serd: (x — 2)? +(y + 3)2 = 13; o bien

x*+p?—d4x+6y=0

Pon la ecuacion del lugar geométrico de los puntos P(x, y) que equidistan
del punto F(6,-1) ydelarecta r: 3x—4y—2=0.

(Encontraras una ecuacion complicada. No te molestes en simplificarla).
¢De qué figura se trata? Para responder a esta pregunta, fijate en como se ha
definido y no en cual es su ecuacion.

Representa r» y F. ;Como tendremos que situar unos nuevos ejes coorde-
nados para que la ecuacion de esa curva sea y? = kx?

¢Cuanto vale k?
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Ecuacion: V(x — 6)2 + (y+D?= %

El lugar geométrico de los puntos que equidistan de un punto (foco) y de una rec-
ta (directriz) es una pardbola.

La ecuacion de la parabola respecto a
los nuevos ejes es y? = 2px, donde p
es la distancia del foco a la directriz:

Si p =4, entonces k=8.

La ecuacion es p? = 8x respecto a los
nuevos ejes. -

NUEVO
EJE Y

NUEVO
EJE X

AY

68 Demuestra que el lugar geométrico de los puntos P, cuyo cociente de dis-
tancias a un punto fijo F y aunarecta fija d esiguala &k, es una conica de
excentricidad k.

2
a c
@& Toma como F el punto (c, 0), como recta x = — Yy como constante k=—, y es-
c a

tudia los casos k<1, k>1 y k=1. ;Qué conica se obtiene en cada caso?

F(c, 0)

a’ dist (P, F) _ ¢ . _C
d:x—T = it P d) Pd " a — dist (P, F) p dist (P, d)
P(x, ») ,

NSy 2 - C . |,_@a”
r=< w-a+y a o c
a

2 2 4

C 2a a

X% =2ex+ P yP= = (xz——x+—2)
a ¢ c

.2
c

X% — 2e& + c? +y? = —ZxZ—ch+a2
a

a2 + a?c? + a¥y? = ¢ + a

(az _ CZ) xZ + dzyz — aZ(dZ _ CZ)

2 2
CI A—

aZ (az_cz)
. .. c
eSi k<1, esdecir,si —<1 — c<a — c?<a? = a*?-c*>0
a

(¢ y a son positivos, pues k era un cociente de distancias).
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En este caso, la ecuaciéon corresponde a una elipse.

. c .
La excentricidad es —, es decir, k.
a

. o .c
eSi k>1, esdecir,si —>1 — c>a — c?>a*> — a?-c*<0
a

En este caso, la ecuacion corresponde a una hipérbola.

- c .
La excentricidad es = es decir, k.

e Si k=1, ladistancia al punto es igual a la distancia a la recta, es decir, obtene-
mos una pardbola.

Dado un segmento AB de longitud 4, halla la ecuacion del lugar geométrico
de los puntos P del plano que verifican: 24P2 + BP2 = 18

@ Toma como eje X la recta que contiene al segmento y como eje Y la mediatriz de
AB.

Tomamos como eje X la recta que contiene al segmento AB, y como eje Y, la
mediatriz de AB.

Asi, las coordenadas de A4 y B serian: A(=2,0) y Y
B2, 0).

Si P(x, ) es un punto del lugar geométrico, debe
cumplir: 2AP? + BP? = 18; es decir:

2+ 22+ p +[(x - 22+ % =18

2%+ dx+ 4+ Y2 + [x?—4x+ 4+ =18

2,0

2x% + 8x + 8+ 2p2 + x? —4dx+ 4+ > =18

3x2+ 32 +4x-6=0
V22

L . . 2 .
Esta ecuacion corresponde a una circunferencia de centro |- 3 0| y radio R

Sea » unarectay F un punto cuya distanciaa r es 1. Llamemos H ala
proyeccion de un punto cualquiera, P, sobre r. Halla el L. G. de los puntos
que verifican: PH +PF =3

@ Toma los ejes de modo que las coordenadas de F sean (0, 1).

Tomamos los ejes de forma que el eje X coin-
cida con la recta », y el eje Y pase por F.
Asi,larecta r es y=0 y F(Q, 1):

Si P(x, ), entonces H(x, 0).

—
o]
~
e
—_
~

Asi, PH +PF =3 queda:
y] + V2 -D? =3

7
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Operamos: Va2 +(y— D2 =3 — |y|
X+ (y=D*=9+p* -6y
X2+ -2y +1=9+)2-6|y|
-2y +1-9=6]y|
X2
2/6y=2y+8—x v

6lyl=2y+8—x )
\—6y=2y+8—x2 - 8y=8-x - y=%—1

2 2

- 4y=8-x* > y=2-

Obtenemos dos pardbolas.

71 Halla el lugar geométrico de los puntos cuya suma de distancias a (2, 0, 0) y
(=2, 0, 0) sea igual a 6.

Si P(x, y, 2) es un punto del lugar geométrico:

Vix—22+p2+ 22 +V(w+ 22+ 2+ 22 =6

Vo =22+ 2+ 22 =6-V(x + 2% + y2 + 22
b+ f+ )+ =36+ +hx+ f+yh+ A 12V + 22+ p2 + 22
12V + 2)2 + p2 + 22 = 8x + 36

3V + 207+ p2 + 22 =2x +9

Olx? + 4ox + 4 + p2 + 2% = 4x% + 36x + 81
9x% + 365 + 36 + 9p? + 922 = 4x% + 365 + 81
5x2% + 9y? + 922 = 45

2 2 2
x_+y_+Z_=1
9 5

5

Es un elipsoide.

72 Halla el lugar geométrico de los puntos que equidistan de (1,-2, 3) y del eje Z.

Si P(x, y, 2 es un punto del lugar geomé-
trico, la distancia de P al eje Z debe ser
igual a la distancia de P al punto dado
A(l, 2, -3), es decir:

dist (P, eje 7) = \x? + y?

dist (P, ) = N(x = D2+ (y —2)% + (z + 3)? : y Y

han de ser iguales. : 2D
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Va2 + 2 =N - D2+ (p =22+ (z + 3)°
=) —2x+1+)P—4y+4+22+62+9

2=2x+4y—6z—14; obien: (z+3)?>=2x+4y-5

73 Halla el lugar geométrico de los puntos cuya diferencia de distancias a (0, 5, 0)
y (0,5, 0) es 4.

Si P(x, y, ) es un punto del lugar geométrico:

Va2 + (=352 +22 —\x2+(p+ 52+ 22| =4

Va2 + 92 =10y + 25 +22 — Vx2 + p2 + 10y + 25 +22 = +4

Va2 + 92 — 10y + 25 +22 = +4 + Va2 + y2 + 10y + 25 +22

a2+ p2 =10y + 25+ 22 = 16 + a2 + p2 + 10y + 25 + 22 £ 8 Vx? + 2 + 10y + 25 +2°

+8 Va2 + p2 + 10y + 25 +22 = 20y + 16

£2 VX2 +p2 + 10y + 25 +22 = 5y + 4
4(x% + % + 10y + 25 + 22 = 2592 + 40y + 16
4x% + 4% + 409 + 100 + 422 = 25y + 407 + 16

4x% = 21y2 + 427 = -84

Es un hiperboloide.

PARA PENSAR UN POCO MAS

74 Dadas las rectas: r:y = % x, S:y= —% x tomamos un segmento de longitud

4 uno de cuyos extremos esté en 7 y elotro en s. Queremos hallar el lugar
geométrico de los puntos medios de dichos segmentos, para ello:

a)Expresa r y s en coordenadas paramétricas, utilizando un parametro
distinto para cada una.

b)Expresa un punto R de 7 yun punto S de s.

c) Obtén, mediante dos parametros, la expresion del punto medio del seg-
mento RS.

d) Expresa analiticamente la condicion de que dist(R, S) = 4.

e) Relacionando las expresiones obtenidas en c) y en d), obtendras la ecua-
cion implicita del L. G. buscado: x? + 16y% = 16

f) Identifica el tipo de curva de que se trata.
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a7 {x: 2 s: {x: —2u
y= A y= K

b)RQA, A) € r; S(=2, W) € s

¢) Punto medio del segmento RS:
2h -2 A+

= ( M i
2 2

)= (k—u, MTH), es decir:
X=A-U - A=x+U

+u
2

- 2y=x+U+tU = 2y=x+20 > u=2

%
A dist (R, =4 — |SK|=4

%
SRQA + 21, L —2A)

VL + 22+ (u—M)2 =4
402+ 4p2 + 8L+ u2 + A2 =200 = 16
SA? + 5u% + 6ML = 16

e) Utilizando lo obtenido en ¢) y d), tenemos que:
x\? x |2 X X
e 3 esl- 5 ro b 3)b-3) -0
2, X2 2, X2 2 X%
s+ 2 ) esp+ -] el - )16

2 2 2

x?+16y% =16
22
H x?+16p2 =16 — 1—6+y2=1.
Es una elipse, enla que a=4, b=1y c=15.

Focos: (V15,0) y (=15, 0). Excentricidad = @ = 0,97
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